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Досліджено ітераційно-різницевий метод розв’язування нелінійної задачі про найменші 

квадрати, який не потребує обчислення матриці похідних. Доведено теорему, яка обгрунтовує 
збіжність, та визначено швидкість збіжності розглянутого методу. Наведено результати 
числового експерименту. 
Ключові слова: нелінійна задача про найменші квадрати, ітераційно-різницеві методи, 
поділені різниці, швидкість збіжності, відхил. 

1. ВСТУП 
Нелінійна задача про найменші квадрати є частковим випадком безумовної 

оптимізації. З огляду на важливість та специфічну структуру ця задача становить 
самостійний інтерес для дослідження. Такі задачі найчастіше виникають у разі 
розв’язування перевизначених систем рівнянь, оцінювання параметрів фізичних 
процесів за результатами вимірювань, побудови нелінійних регресійних моделей, 
розв’язування інженерних проблем тощо. Ефективним методом розв’язування 
нелінійної задачі про найменші квадрати є метод Гаусса–Ньютона [4] та його 
модифікації [1, 2, 6]. Часто на практиці маємо проблеми з обчисленням похідних. 
Наприклад, функцію отримуємо з експерименту, і не маємо аналітичного виразу для 
похідних, або похідну функції може задавати громіздка формула, і її обчислення є 
небажаним. У такому випадку доцільно використовувати ітераційно-різницеві 
методи, які не потребують обчислення матриці похідних і водночас не поступаються 
методу Гауcса–Ньютона за швидкістю збіжності та близькі до нього за  кількістю 
обчислень. 

У праці [6] з єдиного погляду досліджено швидкість та радіус збіжності 
різницевих методів хорд, симетричної різницевої лінеаризації та методу з порядком 
збіжності ...839,1 . За аналогічною схемою пропонуємо дослідження двокрокового 

різницевого методу з порядком збіжності 21+ . Цей метод запропоновано і 
досліджено в [1]. Однак обґрунтування збіжності, наведене нижче, потребує слабших 
обмежень на функцію, зокрема не потрібне існування й обмеженість поділених 
різниць другого порядку, не припускаємо рівним нулю відхил у розв’язку. 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 

Нелінійна задача про найменші квадрати має вигляд 
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де ,≥ nm  функція відхилу mn RRF →:  – нелінійна за x . 
Для знаходження розв’язку задачі (1) розглянемо різницеву модифікацію 

двокрокового методу Гаусса–Ньютона [1] 
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де )( nnn yxFA ,=  – поділена різниця першого порядку функції ( )xF  [5] в точках nx , 

ny ; 0x , 0y  – задані початкові наближення. 

3. ОБҐРУНТУВАННЯ ЗБІЖНОСТІ 
Достатні умови і швидкість збіжності ітераційного процесу (2) визначені в 

такій теоремі. 
Теорема. Нехай mn RRF →:  – неперервно диференційована в області 
nRD ⊆ . Припустимо, що задача (1) має розв’язок ∗x  у деякій області 

}{)( 00 rxxDxrx ||<−:||∈=,Ω ∗∗ , де }max{ 000 ||−||||,−||= ∗∗ xyxxr  та існує обернений 
оператор 1 ' '1 )]()([)( −
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1)( . В області Ω  функція F  має 
поділені різниці першого порядку і 
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Тоді для Ω∈, 00 yx  ітераційний процес (2) є коректно визначеним і генеровані 
ним послідовності ,...,,=,, 10}{}{ nyx nn  містяться у відкритій області Ω  та збігаються 
до розв’язку ∗x , причому справджуються оцінки: 
 ;||−||+||−||+||−||||−||||≤−|| ∗∗∗∗∗+ )(211 xyxxCxyxxCxx nnnnn  (3) 
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Доведення. Для довільної матриці mnRA ×∈ , яка має повний стовпцевий ранг, 
справджується тотожність 
 .||||=||−−|| ∗∗

−−−
∗∗

 '' 111' ' )()])(([ FFAAAAFFII TTTT  (6) 

Зробимо таку оцінку 
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Зважатимемо, що 
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і для евклідової норми [4] ||−||=||−|| ∗∗
T
n

T
n AFAF ' ' . Тоді з нерівності (7) з 

)()()( ' 
∗∗∗∗ ,==,,= xxFxFAyxFA nnn  отримаємо 
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Оскільки згідно з умовою 
 ,<−+−=+ 12)2(31)(4 0000 MBMrBMrMrMrB ηαα  
то за теоремою Банаха з (6) і (8) маємо 
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У підсумку отримаємо оцінки 
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Звідси з урахуванням нерівностей 
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отримаємо 

 
)};()]

(2[1{)}(
)]({[1

||−||+||−||||−||+
+||−||+−/||−||+||−||+
+||−||||−||||−||+||−||+||≤−||

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗∗∗+

xyxxMxy
xxMBxyxxM
xyxxMxyxxMBxx

nnn

nnn

nnnnn

αη
α

 (9) 

 
),()]

(2[1{)}(
)()]({[

1

11

||−||+||−||||−||+
+||−||+−/||−||+||−||+||−||×
×||−||+||−||||−||+||−||+||≤−||

∗∗∗

∗∗∗∗+

∗+∗∗∗+

xyxxMxy
xxMBxyxxMxx
xyxxMxyxxMBxy

nnn

nnnn

nnnnnn

αη
α

 (10) 

тобто правильні оцінки (3), (4). 
Використаємо умову 1<q  і нерівності (3), (4), тоді при 0=n , маємо 
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тобто Ω∈, 11 yx  і справджується нерівність (5). 
Далі, за допомогою методу математичної індукції, легко довести, що 

Ω∈, ++ 11 nn yx , і отримати оцінку (5) для довільного 1≥n .   
Як бачимо з оцінок (9) і (10), збіжність ітераційного процесу суттєво залежить 

від доданка, який містить величини η  і M . Якщо 0=η , то маємо нелінійну задачу 
найменших квадратів з малим відхилом у розв’язку. У разі 0=M  функції відхилу 
лінійні. Для задач з малим відхилом у розв’язку (η  – “мале”) або слабко нелінійних 
задач ( M  – “мале”) збіжність ітераційного процесу лінійна. У разі великих відхилів 
(η  – “велике”) або для сильно нелінійних задач ( M  – “велике”) ітераційний процес 
(2) може взагалі не збігатися. 

Для задач з нульовою нев’язкою в розв’язку можна отримати кращі оцінки 
швидкості збіжності ітераційного процесу (2).  

Наслідок. Порядок збіжності ітераційного процесу (2) у випадку нульового 
відхилу дорівнює 21+ . 

Доведення. Введемо позначення ,...,=||,−=||||,−=|| ∗∗ 10nxybxxa nnnn . Із 
нерівностей (9) і (10) отримаємо 
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Тоді для достатньо великого Nn ∈   
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На підставі попередньої нерівності можна записати рівняння для визначення порядку 
збіжності ітераційного процесу (2) 
 .=−− 0122 tt  
Порядком збіжності буде єдиний додатний корінь 21+=∗t  цього рівняння. 
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4. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 
На низці тестових прикладів порівняємо швидкість збіжності методу (2) з 

методом Гаусса–Ньютона та методом хорд. Ітераційні формули цих методів 
отримаємо з 
 ( ) ( ) ,...1,0,1

1 =−= −
+ nxFAAAxx n

T
nn

T
nnn  (11) 

Якщо в (11) nA  –  матриця перших похідних функції ( )nxF , то маємо метод Гаусса–
Ньютона, якщо ж ( )1, −= nnn xxFA  – матриця поділених різниць першого порядку 
функції F в точках nx  і 1−nx , то маємо аналог методу хорд.  
 Значення матриці поділених різниць обчислюємо за формулою [3] 

   ( ) ( ) ( ) ( )njmi
yx

yyxxFyyxxF
yxF

jj

njjinjji
ji ,...,1;,...,1,

,...,,,...,,...,,,...,
, 1111

, ==
−
−

= −+     (12) 

У разі практичної реалізації методу (2) на кожній ітерації потрібно 
розв’язувати дві системи лінійних рівнянь зі спільною матрицею і різними правими 
частинами. 

Додаткові початкові наближення будуємо за правилом .10 4
00

−+= xy  
Результати шукаємо з точністю 810−=ε . 

Тестування проводили на наступних функціях: 
Приклад 1. Функція Розенброка [8]: 
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Приклад 2. Функція Вуда [8]: 
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Приклад 3. Функція Box-3D [8]: 
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Приклад 4. Сингулярна функція Пауелла [8]: 
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Приклад 5. Функція Брауна [8]: 
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Приклад пораховано при значенні 4== mn  і отримано розв’язок методом 
Гаусса-Ньютона )524492.1;868877.0;868877.0;868877.0(=∗x ,.тобто 868877.0=α , а 

методами хорд та (2) отримано значення )0.1;0.1;0.1;0.1(=∗x , тобто 1=α . 
Приклад 6. Функція Ковалика і Осборна [8]: 
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1 0.1957 4.0000 7 0.0456 0.1250 
2 0.1947 2.0000 8 0.0342 0.1000 
3 0.1735 1.0000 9 0.0323 0.0833 
4 0.1600 0.5000 10 0.0235 0.0714 
5 0.0844 0.2500 11 0.0246 0.0625 
6 0.0627 0.1670    
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Приклад 7. Розподіл Гнеденка – Вейбулла: 
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Приклад 8. Функція Фрейденштейна і Роса [8]: 
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);2;5.0(0 −=x    );4;5(=∗x    0=∗ )f(x . 
В таблиці 1 наведено результати числового експерименту, зокрема ми 

порівнюємо досліджувані методи за кількістю ітерацій, зроблених для знаходження 
розв’язку з заданою точністю. 

Таблиця 1 
Кількість ітерацій, за які отримано розв’язок тестових задач 

Метод Номер 
прикладу Гаусса–Ньютона хорд (2) 

1 2 3 2 
2 51 74 49 
3 5 7 4 
4 12 16 10 
5 14 12 13 
6 10 17 10 
7 5 6 4 
8 44 19 8 

5. ВИСНОВКИ 
Отже, на підставі теоретичних досліджень, практичних розрахунків та 

порівняння отриманих результатів можна стверджувати, що двокроковий ітераційно-
різницевий метод (2) збігається швидше, ніж метод Гаусса–Ньютона, та значно 
переважає метод хорд. Оскільки, як доведено, у випадку нульового відхилу метод 
має високий порядок збіжності ( 21+ ) та не потребує обчислення похідних, то 
розглянутий метод є ефективним методом розв’язування нелінійної задачі про 
найменші квадрати. 
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One iterative-difference method for solving nonlinear least square problem, which do not 

demand evaluation of derivatives is presented. We have proved theorem where convergence of the 
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